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ADEQUATION STATISTIQUE A UN MODELE
Exemples dans le domaine de I'environnement

Philippe DUTARTE,
de la Commission inter-IREM Lycées techniques.
dutarte@club-internet.fr

« Quelque fois les phénomeénes paraissent dépendre d'une cause
réguliere ; et cependant, ils ne sont que le résultat de ces causes

irrégulieres, variables et inconnues, auxquelles nous donnons le nom de

hasard. C'est a l'analyse des probabilités a détermjosgqu'a quel

point une cause réguliére est probable en vertu de ces phénoménes, et a
I'indiquer aux philosophes, comme objet digne de leurs recherches. »

P. S. Laplace tecons a I'Ecole normale de I'An [1795).

Introduction

Pour la premiére fois, les programmes de seconde, premiesgmgtaies ES et S, entrés

en application en 2000, 2001 et 2002, font une place aux méthodes statistigsies dite
« inférentielles », au travers de sujets comme : fluctuations didtdraage, sondages,
adéquation de données a un modele équiréparti. L'intention des conceptewes de c
programmes, fort louable, était clairement affichéeFormer les éleves en statistique,
c'est leur donner les moyens de développer une forme de pensée sdtiguaquelle ils
seront exclus du débat social et scientifiguprejet de programme de terminale ES et S).
La presse, et pas seulement la presse scientifique, sa fefitee régulierement I'écho de
sondages, évoque les notions de risques, d'un illusoire risque zéro, de « preuves
statistiques » (qui ne sont pas des preuves a 100%...), de modeles, de nstthistigees
aidant a prendre des décisions dans un environnement incertain. Certaolsgses
prétendent que nous sommes entrés dans la « société du risque » tanécesspolitique

de « précaution », terrain qu'on ne saurait laisser aux seuls experts et groupesiae pre

Les sections de techniciens supérieurs ont été confrontées ayfiensent de la statistique
inférentielle en mathématiques des 1988. L'industrie francaise, queque retard,
notamment par rapport aux Etats-Unis et au Japon, a en effet d@&irdégs les années
1960/70 les méthodes statistigues de contréle de qualité et de diabilite a la

« déraisonnable » mais néanmoins spectaculaire efficacité daétlesdes, appliquées a
I'industrie japonaise et américaine, il en allait de la sulgiBindustrie nationale. Dés 1988
sont mis en place des stages de formation pour les enseignantsthdamatiques des
sections de BTS concernées. A ce propos, Bernard Verlant, responskb{@otemission
inter-IREM « Lycées techniques », remarque Je«n'occupe de la formation continue
depuis 1977 et la statistique inférentielle est le seul theme d&tion qui ait nécessité
durant cette période un dispositif aussi étalé dans le temps. Les stagepas désempli
jusqu'en 2000... Quant a I'accueil réservé au premier exercice du bac tEHde 2003
[adéquation a une loi équirépartid] ne fait que confirmer la difficulté d'introduction de
cette notior.
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Et pourtant, il serait souhaitable que la tentative des nouveaux progsade seconde a
terminale dans ce domaine ne soit pas un échec. Une éducation, éssee,pes futurs
citoyens aux méthodes d'inférence statistique est sans doute aussi négessilieate.
Nous développerons dans cet atelier le theme de « I'adéquationgstatéstun modele »,
pour reprendre la terminologie des programmes de terminale (B} etst a dire des
« tests statistiques ». C’est un peu l'aboutissement, dans le dodwifee statistique
inférentielle, des thémes nouveaux mis aux programmes des hates.méthode
statistique », avec ses specificités par rapport aux habitagiearches mathématiques,
s’y déploie pleinement et sa présentation aux éléves ne va pas de soi.

Nous resterons a un niveau élémentaire, la plupart du temps aeceasibBleves de
terminale (et donc réutilisable en classe), I'essentiele(et risque » de contresens) se
situant davantage dans la démarche, que dans les démonstrations tigieémRour
«coller » au theme des journées d’Orléans, « Mathématiques et enmiening les
exemples seront choisis dans ce domaine.

Trois confusions fréquentes

Dans le cadre des thémes de statistique inférentielle auxaproms des lycées, trois
confusions fréquentes, et plus graves qu’il n’y parait, surviennent solnentes éleves,

bien sdr, mais surtout chez les professeurs débutants dans ce domamer( parlons

d’autant plus facilement, que nous en avons fait partie), dans les mdeugrminale, et

méme dans certains sujets d’examen ! Ce n’est peut-étre padudgsédagogique mais
commencons par voir ce qu’il faut éviter.

Pour faire simple, considérons une urne « de Bernoulli » contenant une proporden

boules blanches, dont on extrait (tirage avec remskules, la proportion de boules
blanches dans le tirage (ou échantillon) étant noitée

n boules avec remise

PO
O
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Trois thémes sont envisagés au lycée : fluctuations des échantikstisnation
(« fourchette de sondage ») et test d’hypothése (dans le cas ddi$tiuition seulement,
c’est a dire ici,p = 1/2).
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» Si p est connu, on peut dire :
dans plus de 95% des tirages [ p - \/_L p+ %]
n n

(intervalle de fluctuation de 95% des échantillons,
nommeé aussi intervalle de probabilité).
* Si p est inconnu, mais que I'on procéde a un tirage donnant
valeur def, on peut dire :
dans plus de 95% des tirages on affirmera a juste titre:

pO[f--L, f+-1]

NN

(fourchette de sondage ou intervalle de confiance).
* p est inconnu mais on a des raisons de penser qu’il vaut peut-étre 1/
on posséde une valeur cﬂe

-Si fO [1 T % \/_] on rejette I'hypothése = 1/2

avec un rlsque de 5%.

-Sifd [ -1 1 +i], on accepte I'hypothesp = 1/2
27 n
avec un risque inconnu.

La premiére confusion consiste a pousser la symétrie apparaissenta formulation de
lintervalle de fluctuation et de la fourchette de sondage, jusqu’@owdré les deux.
Notons que si l'intervalle de fluctuation est au programme « obligatoidle seconde, la
fourchette de sondage n’est qu'un theme d'étude « facultatif ». Dgmren@er cas, on
connait p (information énorme) et un raisonnement purement déductif, mémess'il
probabiliste, et admis en seconde, permet d’obtenir I'intervalle udéuéition, que I'on
peut nommer intervalle de probabilité. Le second cas, celui dariasin, est beaucoup
plus délicat et de nature profondément différente. On ne connait qu'ueevaiur def
(c’est a dire pas grand chose) et c’est un raisonnement de matucgve qui permet de
donner un intervalle « de confiance ». Ce n’est pas pour rien que I'on engplogtte
expression « confiance » (et pas ailleurs) au lieu de « probabil@é Bon dit, par
exemple, « un intervalle de confiance a 95% moest [0,3 ; 0,5] », posez-vous la question
«ou est la variable aléatoire ? ». Une phrase telle que «dans 95%iradgs
p [0 [0,3; 0,5] » ne veut rien direp est ou n'est pas dans cet intervalle. Nous n’insisterons
pas davantage la-dessus, ce n'est pas le théme de cet atelier.

La seconde confusion consiste a confondre estimation et test. Ekelsie parfois dans le
vocabulaire : on parle de « confiance » pour un test, ou de « fourchette » potervadle
d’acceptation de I'hypothese testée, un sujet de BTS 2003 demande uwval@iee
confiance au seuil de risque 10% ». En mathématiques, la rigueur coamn@ag le
vocabulaire, évitons de tout mélanger. Un test est plus facile @reondre que
'estimation. La construction de lintervalle d'acceptation de I'hjzese testée est
déductive (c’est l'intervalle de fluctuation lorsque I'hypothese weate). La difficulté
réside dans la notion de risque.

C’est la troisieme confusion, parmi celles pointées ici, ugsn’est clair que lorsque I'on
rejette I'hypothése testée (on va détailler cela dans lesyp@s qui suivent). Une
expression telle que « peut-on accepter au risque de 10% I'hypotharsdasgeielle il y a
equiprobabilité » (Bac ES 2003) est bien dangereuse.

Jouez a chasser ces trois « confusions » dans les manuels scobaiseserez surpris de
votre moisson.
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Modélisation et tests

De la connaissance des fluctuations des échantillons aléatoitestg¢ed’'une population
supposée connue), la méthode statistique infere les qualités vrababld’'une
population inconnue dont un échantillon est issu, aidant ainsi a la priseisierdéDans
les procédures d'estimation, type fourchette de sondage, on n'a pawidsaples qualités
gue devrait posséder cette population. A l'inverse, bien souvent (danente8le de
gualité par exemple), on a a l'esprit une norme que devrait vddfipopulation. On
procede alors a un test statistique. On formule une hypothése (appglihése nulle »)
dont on suppose gqu'elle est vérifiée par la population. Il s'agit desivtés résultats
observés sur I'échantillon sont, aux fluctuations pres, compatiblesettetypothése, ou
si une différence « significative » avec les résultats attershds improbable I'hypothese
nulle.

Le test retenu par les programmes de terminale ES etc®lestle I'adéquation a une loi
equirépartie, dont I'exemple type est le test d'un dé. La questide essavoir » si un dé
est truqué d'apres l'observation d'une centaine de lancers, par eXehymethese nulle
est celle d'un modele équidistribué (chaque face apparait avec unbiliéoliés). La
connaissance des fluctuations des résultats de 100 lancers seladéle permet de
déterminer des limites, au dela desquelles il est peu vraidemifavoir affaire a un dé
non truqué. Bien sdr, quand on dit « savoir », ce n'est pas une connaissance(pol®0%
cela il ne faut pas utiliser une méthode statistique mais rpessk aux rayons X par
exemple), mais l'intérét de la méthode consiste a évalugsdees d'erreur. Cependant si
le risque de rejeter a tort I'hypothese nulle est facile a ifjeantelui d'acceptation a tort
de I'hypothese nulle est moins évident, comme on le précise par la suite.

Encore une fois, tout n'est pas aussi simple qu'il y parait agreemie. Raison de plus
pour éduquer nos futurs citoyen a cette notion de risque lors d'une pdéeisien selon
une procédure statistique. Ces procédures sont en effet de plus enil@@ssuet la
« gestion des risques » est une conséquence nécessaire de notratimmyatsnomique
et sociale. Par ailleurs, la procédure du test statistiqusoestent lice a celle de la
validation d'un modéle et donc a la modélisation. Les scientifiquesneas les seuls a
modéliser : nombre de décisions sur des enjeux de société se prajalemteat sur la
base de modélisations.

Voici quelques exemples simples (voire simplifiés) pouvant en grneadie faire I'objet
d'exercices en terminale (la fréquente interdisciplinaritésdleations fait que la statistique
inférentielle trouvera sa place dans nombre de projets type T.P.E.).

Un exemple pour comprendre la méthode : le Q.C.M.

L'expérience en classe (terminale S et BTS) montre qu'unlexcexemple pour faire
comprendre a nos éleves la notion de risque lors d'un test statesiquedui ou le test en
guestion est un examen scolaire (on s'appuie sur le vécu !). La ptiésestiivante utilise

la loi binomiale, qui est connue en terminale S.

Un professeur construit un Q.C.M. de 20 questions indépendantes, proposant 3 réponses
possibles a chaque question, une seule réponse étant exacte. Il quarheade examen
éliminer environ 95% des éléves n'ayant rien appris et répondant ard.hbhaa
détermination du nombre de bonnes réponses pour étre admis a l'exareah aeld
construction d'un test statistique. On désignepplar probabilité qu'un éléve donné a de
bien répondre a une question portant sur le programme de ce Q.C.M. .

L'hypothése nulle KHest « p = 1/3 » (I'éléve répond au hasard). L'hypothese alternative,
notée H, sera «p > 1/3 » (lorsque I'éléve ne répond pas au hasard).
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Sous I'nypothése nulle, le nombre de bonnes réponses correspond a laoréalisae
variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétre®0 etp = 1/3 (répétition de 20
épreuves aléatoires indépendantes a deux issues possibles, succhscowavér une
probabilité¢ de succes 1/3). Or la distribution de cette loi (cf. Iig montre que la
probabilité d'avoir strictement moins de 11 réponses exactes esbrer®6%. Le
professeur décidera donc que pour étre recu a I'examen, on doit avamaulth bonnes
réponses.

Le risque de rejeter a tort I'hypothésg @st environ 4%. Ce risque correspond au fait de
recevoir a I'examen un éléve qui répond au hasard. C'est un risqus §lévds sont préts
a prendre ! (en fait, c'est le risque du professeur).

Les éleves percoivent bien qu'il existe un autre risque : cethallér a I'examen alors
gu'on ne le mérite pas (la faute a pas de chance). C'egfue asnsistant a accepter a tort
I'hypothése nulle b

20 7 18,2 18,2 18,2 18,2
18 4 O

16 distribition 148 148 148 195 distribution
s0Us Hy fiis — s0us Hy

42

0z | ht 0.F =

D1 2 3 4 A R T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Fig. 1 Distrbutionsbinomiales n=20 p=1/3 et p =23

hY

Ce second risque est plus difficile a évaluer, puisqu'il dépend des ssamtEs du
candidat. Supposons que celui-ci ait une probabilité p = 2/3 de répondrderoemgica
chaque question. Pour ce candidat, le second risque correspond a la protbakdiré
strictement moins de 11 succes selon la loi binomiale de parameétr20 etp = 2/3, soit
un risque d'étre recalé a tort d'environ 9% (voir fig. 1).

On peut avoir le sentiment que dans le calcul de la « barre dagmept on suspecte a
priori le candidat d'étre coupable de répondre au hasard. Cette impreEstsexacte. Dans
la construction d'un test, I'nypothése nulle est privilegiée dansetarm ou on ne la
rejettera que si les observations sont vraiment trop peu compatibles.

Cette procédure du test statistique présente bien des défautst sepler discutable
(historiquement, elle fut trés discutée). Elaborée dans les ah@@@spar Jerzy Neyman
(1894-1981) et Egon Pearson (1895-1980), elle s’est imposée, par son éfficacitme
une démarche de décision en milieu aléatoire universellement admise.

Le cas du pile ou face

Le cas du pile ou face est intéressant parce qu’il est sifnaes posseéde pourtant de
nombreuses applications), parlant et qu'il illustre bien la démaleheests, qui restera la
méme, avec des lois de probabilité plus compliquées.

On suppose que lI'on a une piéce parfaite, c'est a dire pour laquetieothabilité
d’apparition de pile esp = 1/2. On considére la variable aléatdirgui an lancers de la
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piece associe la fréquencé d’apparition de pile. Le programme de seconde demande
d’admettre que dans plus de 95% des cas (peuassez grand ») la fréquence obsefvée

appartient a Imtervalle[ T 1 + \/_] (fluctuation des échantillons de taillg,

propriété veérifiée expérimentalement par simulation
En terminale S, on peut écrire : sous I'hypothpse1/2, on aP(‘F —%‘s % )= 0,95.

n
Considérons alors une piece pour laqugtleest inconnu (la piece est peut-étre truquee).
On souhaite tester I'hnypothésp = 1/2 ? On lancera la piécefois et on observera la
répartition des piles et des faces, sait,(1 —f ). Si I'on avait p = 1/2, la répartition

observée €, 1-f ) devrait étre proche de (1/2, 1/2), aux fluctagi d’échantillonnages
prés ! Mesurons I'écart entre la répartition obéeret la répartition « théorique » par la

distance au carréd?ps= ( f —%)2 +(1-f —%)2 =2x(f —%)2,

L’observation d%,s obtenue est le résultat de la variable aléa®ié F - %)2.

Orona I’équivalence{F —%‘ < ﬁ = 2%x(F —%)2 < %

L’étude des fluctuations d’échantillonnage pernmiald’affirmer que si la piéce n'est pas
truquée (sous I'hypothese= 1/2), on aP(2x ( F —%)2 < % ) = 0,95.

La régle de décision sera la suivante. On lanpélze a testar fois et on calculed %ps .

Si dZ%ps> % on considere que la piéce est truquée avec unerid@grreur inférieur a 5%
(dans moins de 5% des cas une piéce équilibréaitandn écart aussi important).

Si d%ps< % on considere que la piéce n’est pas truquée (sa@ais se prononcer sur le

risque d’erreur que I'on ignore).

Exemple d’application

On possede les données suivantes fournissant lebreomhe jours ou le «niveau
d’information » de pollution & I'ozone (seuil sujgér & 180 pg/rh) a été atteint en 2002
et 2003 (sources : Airmaraix et Airparif).

2002 2003 Total
AlIX Platanes 16 25 41
PARIS Nord et Est 4 21 25

Utilisons le test du « pile ou face », précédemneentstruit, pour décider s'’il existe, dans
chacun des deux cas, une différence « significatieetre 2002 et 2003.

Dans le cas d'Aix, considérons que I'on a lancé 41 fois une piéce (pile pour 2002 et
face pour 2003) et observé la distribution (16, 2®st a dire, en fréquences (0,39 ; 0,61).

On a d%us= (0,39 — 0,5)+ (0,61 — 0,5)= 0,0242 et< 2 ~0,0488. Commed %ps< %

on conclut dans le cas d'Aix que le niveau de pigiu a l'ozone n'est pas
« significativement différent » en 2002 et en 2003.
En revanche pour Paris, on a, paur 25, observé une répartition (4, 21).

D’ou d %ps = (0,16 — 0,5)+ (0,84 — 0,5)= 0,2312 et2 = 0,08. Commed20b5>%,on

conclut dans le cas de Paris que le niveau detm:milla I'ozone est « significativement
différent » en 2002 et en 2003 (avec un risquaelertres inférieur a 5%).
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On peut objecter que = 25 est un échantillon un peu petit pour utiliser l'intervalle de
fluctuation valable «poun assez grand » (on considere généralenmer 30). Le
programme (terminales ES et S) suggere d'ailleurs d’obkesiedil de décision a I'aide de
simulations. Ce qui est aisément réalisable sur tableur\(@r fig. 2, dans le cas de 25
lancers a pile ou face sous I'hypothgse 0,5).

A2 | = =ENT[ALEAS)+0 5)
A_| 8 T (NSO < O T =T DO <00 IO =

1 | Simulation 1 Simulation 2| Simulation 3| Simulation £ Sirmulstion 5 Simulation B Simulatic
i 0 1] 1] 1] ] 0
3 ] 1 1 1] 1] I 0
| 0 o 1 i i I 1
B o 1 1 1 1 1 ]

B | 1 0 1 0 1 1 1

i 1 0 1 ] 1 1 0
Nz ] 0 a 1 i ] 0
a2 0 0 1 1 o 1 0
10| 1 1 1 0 1 1] 0
11 1 1 0 1 1 1 ]
12 1 0 1 i 1] 1] 1
13| 1 1 a 1] 0 1 1
4 0 0 1 ] 1 1 0
15 | o 1 a 0 0 o 0
16 | 1 1 0 ] 1 1 1
17 | 1 1 1 1] 1 1 1
1B | ] 0 0 a 1 o 0
19 1 0 1 0 1 ] 0
a0 1 1 1 i 1 1 1
Pl 1] 1 0 ] 1] 1 1
2 ] 0 1 0 ] I 0
23 | 1 o 0 i i o 0
| 1 1 0 i o O O
25 | 1 0 1 0 0 1 1
26 | 1 1 0 1] ] I 0
3¢ | rén obs frepobs | fégobs | fragaobs | féqobs | fréqobs | frégob
2B | 05 043 bss | 03 0,56 054 035
29| ddobz 42 ohs d2obs | d2abs |  dlobs 2 ohba 2 ob:
o) om .00 b.oave 00382 00072 0o 0 (I
3
32 jus 100 simul_dZ obs inf & 008 dans | 96 |% des cas

(=]

Fig. 2

La cellule D32 contient la formule =NB.SI(A30:CV30;"<=0,08") comptamir 100
simulations de 25 lancers, le nombre de fois ®fps < 0,08. En appuyant sur F9, on
obtient 100 autres simulations.

Adéguation a un modele équiréparti: exemple des pi  cs
d’'ozone

Les programmes de terminale ES et S comportent une initiat@rpr@cédure des tests
statistiques pour juger de I'adéquation de données observées a un modegbarkisué la
base de simulations dudit modéle équiréparti. Dit comme cela, stesals doute pas tres
clair, reprenons I'exemple des pics d’ozone.

La presse s'émeut régulierement, a juste titre, des probléenpsllution atmosphérique.
On lisait par exemple, dans le journal L'Humanité du 13 aolt 2003 : edBatemps
caniculaires, difficile de parler encore de pics de pollution 2ofieztant les alertes se
multiplient. Si les scientifiques s’accordent de plus en plus surdangerosité pour la
santé, on ne sait pas toujours ce qui les génére ni comment, par cohségdter
réellement contre leur formation ». Et de souligner que les réwsesn cours « ont pour
but de mettre en place de véritables « modéles » de pollution afined& prévoir les
scénarios de lutte, plutét que de réagir apres coup. »
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On dispose de I'historique suivant donnant le nombre de jours de dépassermentedu
d’information et de recommandations » (180 micro grammes pardm polluant O3
(Ozone) pour la « zone rurale Nord et Est de Paris » (source : www.airparif.asso.fr

Pics d'ozone (= 180 pg/m3) Nord et Est de Paris

25

20

13

10

194949 2000 2001 2002 2003

Année 1999 2000
Nb de jours 5 1

2001 2002
11 4

2003
21

Le hasard seul pourrait-il expliquer cette répartition ? Ou, pouemdpe les termes de
Laplace, cité au début, « jusqu’a quel point une cause réguliere est-elle probable ? ».
Il s’agit d’abord, par simulation, d’examiner le hasard a I'ceuviest@ dire de générer 42
valeurs selon un modéle équiréparti en cing classes. Il suffitxeet,Ele recopier 42 fois
la formule =ENT(5*ALEA( )+1), ce qui est fait dans la colonne A (fig. 3).

B2 =} = | =hB SI{AFR ARG =142
A B cC | u] E F | £} | H | |
4 Sienglation 1 d? obs: | 002A4BS70G | Senwlalion 2 d7 obg:  O0FIDBS44 | Sienglation 3| d? obs: | 007335601
2 I 0, 18047519 !B.D?I]';":'IE-EE d 00250381 | 01097506 3 | 0,742857 14 | 0003265317
=R 5 0,14285714 | 0 0CE265306 5 021428571 000020408 | 5 | 025180476 | 00058322
4 2 014285714 | 000GE2E5306 & 023009524 | 000145125 5 02309524 0,00145125
5 4 03333333 | QOr7rrre & 01856667 000111111 | 2 00852331 | 001057506
B 5 015047619 | 9 OT029E-05 2 0,28571429 000734654 1 026190476 | 000656322
& 1 totel frdy | 3 tetal frég ] | tatal frég
L] 4 1 4 1 2 1
el 3 3 2
ST 2 i
11 1 5 3
121 - 5 5
13 2 E} 3
14 3 ! 4
15 1 5 3
Fig. 3

On calcule en colonne B la fréquence d’apparition de chacune des cingafit&stpuis,
en C1, la distance au carré qui sépare cette répartition obsdev@équirépartition

5

théorique : d %gps = Z( f; —%)2. En recopiant a droite, on a généré ainsi 50 simulations
i=1

gue I'on peut multiplier en faisant F9.

L’instruction =NB.SI(A1:ET1;"<=0,04")*2 permet de constater que daeas ge 90% des

cas, on ad %ps< 0,04.

Ces simulations conduisent a la régle de décision suivante :

* Si d%ps> 0,04 on rejette le modéle équiréparti avec un risque de 10%.



Atelier APMEP Orléans 2004 — Adéquation statistiquen modéle — Page 9

* Si d%yus< 0,04 on accepte le modéle équiréparti (sans quantification du risqeettsur
décision).

Mettons en ceuvre ce test sur les données des pics d’ozone.

On adZpe= (%—%)z b+ (31—21—%)2:0,142.

On dépasse largement la limite de 0,04 , on rejette donc le may@étéparti, avec un
risque tres inférieur a 10%. Le hasard n’est pas ici une expficatffisante (on s’en
doutait un peu...).

La présentation précédente est celle qui doit étre accesgibldeves de terminale ES ou
S. La valeur 0,04 peut étre obtenue par tatonnement sur le tableur, ou éwupguies
résultats des simulations, comme cela a été fait dans desdapamen (mais c’est mieux
d’expérimenter). On peut ajouter que la loi de probabilité qui se ¢aaterriere est celle
du khi-deux. La variable aléatoirex642x D 2, ouD ? est la variable aléatoire associant,
sous I'hypothése d'équidistribution, la valelfy,s, suit approximativement la loi du khi-
deux a 4 degrés de liberté. Les tables (ou la formule =KHIDBWWERSE(0,1;4) sur
Excel) donnent alor$(5x 42x D%> 7,78 )= 0,10 d'ouP(D?< 0,037 )= 0,90.

Le réchauffement de la planéte

Les données suivantes, concernant la température moyenne du globe (un sujet
« sensible »), sont celles du Groupe d'experts intergouvernementabwsution du

climat, dépendant des Nations Uniéstdrgouvenmental Panel on Climate Chandent

le site est www.ipcc.ch). Elles sont disponibles sur le sit€lduatic Research Unien
Grande-Bretagne (www.cru.uea.ac.uk/cru/data/temperature).

0k

0.4

a2

-0.2

04 1

-06
1860 1850 1300 1920 1340 1960 1580 2000

Fig. 4 : Ternpératures anmmelles globales de 1261 4 2003,
L'échelle esten degrés Celzing, le 0 correspondant & une clirmatologie royenne s la période
19¢1-1990.
Si I'on considére les 40 années les plus chaudes sur la période 1861-2008eulene
apparait avant 1930, en 1878 (sur la figure 4 I'échelle des ordonnéeslegtés Celsius,
le O correspondant a une climatologie moyenne sur la période 1961-19903t Hugee
utile de procéder a un test statistique pour savoir si la réparties 40 années les plus
chaudes peut étre considérée comme totalement aléatoire suridde p£861-2003.
Cependant, comme la figure 4 suggére un changement qualitatifradparannées 1920-
1930, nous allons étudier s'il y a une accélération significativia slauxieme période, en
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utilisant I'adéquation a un modele équiréparti aux programmes de teri@haleS (qui est
un peu l'analogue du test du khi deux en utilisant la simulation au lida be de
probabilité du khi deux.).

On choisit d’étudier la période [1924, 2003] et de la partager en qotdreailles d'égale
longueur (20 années) dans lesquels on considére la distribution des aarpdes thaudes
(il'y en a 39).

Classe ni Années Effectifsxi observés Fréquenc;e_s observées
1 [1924 , 1943] 6 0,154
2 [1944 , 1963] 7 0,179
3 [1964 , 1983] 6 0,154
4 [1984 , 2003] 20 0,513

25

20

15 —

10 -

L -

o T 1 ' 1
[, 1943] [t@da , 1QE2] (19684, 1029 [*ae | 2003

Fig. 5 . Répartition des 39 snndes les plusc haudes.

Supposer que la répartition des 39 années les plus chaudes sur mlte @80 ans se
fait « au hasard » revient a dire que I'on observe ici le régliltattirage simultané de 39
boules dans une urne contenant 80 boules marquées du millésime de chaquBennée.
facon plus précise, utilisant quatre couleurs, on aurait peint chaque deoldecouleur
associée a la période de 20 ans a laquelle elle correspond. Suppdssragunees les plus
chaudes sont le fruit du hasard implique que I'on prenne simultanément 39 Hdaoke
cette urne quadricolore équirépartie. Etudions I'hnypothese selon lalguditgribution de

ces 39 anneées s'effectue au hasard selon un modele équiréparti.

L'écart entre les fréquences observées et la fréquence 1/4tieepeut étre quantifié par

2 _ 4 1,2 2
dops = O ( )" - On observe 100d;,s~ 9.3.
=1

On simule, sous I'hypothése d'équirépartition, la distribution de 39 anméesielasses

(tirages simultanés dans l'urne equirépartie) puis on calculaléar 106 d_, . obtenue

sur cette simulation. On peut effectuer 1000 simulations pour avoir un bopu ajes

fluctuations de 10€)d§bs sous I'hypothese d'équirépartition. Les simulations montrent que

plus de 99% des valeurs de x@tfbs obtenues sous I'hypothese d'équirépartition sont

inférieures a 4.

Au risque de 1%, on rejette donc le modele équiréparti pour expliquedeition des 39
années les plus chaudes dans les quatre classes. La différenceéenbsst
« significative ».

Telle est la présentation que I'on peut faire en terminale.
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Si au lieu d'un tirage simultané (sans remise) dans une urne pgagtigé on fait tourner
une roue de loterie partagée en quatre quartiers eégaux (ce quiuéGuiva tirage avec
remise), on peut montrer (mais c’est hors programme de terinigak la variable

aléatoire correspondant aux réalisations dﬁgﬂdsbs sous I'hypothése d'équirépartition

suit approximativement la loi du khi-deux a 3 degrés de liberté. Ofievaélors que la

probabilité d'obtenir 100d§b3= 9,3 sous cette hypothése est 0,002. Ce la signifie que la

répartition (6, 7, 6, 20) observée avec les années les plus chaudéy €&l.trés peu
vraisemblable comme issue d’'un tirage avec remise dans une urrépadgig, et encore
moins vraisemblable comme provenant d'un tirage simultané (less édes tirages
simultanés avec I'équirépartition ont tendance a étre moindres guedes tirages avec
remise). Cela laisse moins de 0,2% de chances a une explicatiemeit aléatoire de la
répartition des années les plus chaudes sur la période 1924-2003.Hleegieu de place
au hasard.

Un test fréquemment pratiqué est celui de comparaison de deux moyeriess de
différence significative »). Celui-ci faisant intervenir laharmale, il ne sera vu des éléeves
gu'apres le bac (dans bien des domaines, en particulier la médecirnstatera que le
raisonnement est analogue. Effectuons ce test sur les moyentespésatures observées
avant et aprés 1930 (cf. fig. 6).

Les observations fournissent les résultats suivants :

Années moyenne ecart type effectif
[1861, 1929] - 0,299 0,11 69
[1930, 2003] 0,045 0,18 74

effectifs
0

23

O&sant 1930
Wiprés 1930

13 —

10 4

i} ]

0F 05 -04 03 02 01 0 04 02 03 04 05 0fF =

Fig. 6

Faisons I'nypothése nulle selon laquelle les deux échantillonsldeéstagt 74 sont extraits
aléatoirement de populations ayant la méme moyenne. Le théoréieeckmtral montre
gue la variable aléatoir® faisant correspondre a deux tels tirages la difféerehdes
moyennes observées suit approximativement une loi normale de moyennet nifeart

011 , 018
type W + T . Or cette distribution de probabilité est telle que dans 99% dé&> cas

prend une valeur comprise entre —0,065 et 0,065.
La différence observée étant 0,344 on rejette I'nypothése nulle au disdi®é (en fait le
risque est bien plus faible). La différence est bien significative.
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Une modélisation de crues

Il est des domaines a risques ou la modélisation est un enjewd@elsmportant. Celui
des crues des fleuves fait frequemment l'actualité. Les donnéadigare 7 concernent
I'Oise a Auvers (source : Ville d'Auvers/Oise et Direction Régional&deitonnement).

Plus fortes crues a Auvers/Oise de 1910 3 1995

4.5
4

3|5 i,‘, &> ‘- +*
3 1+ . +

25
2
15
1
05
1910 1820 1930 1940 1950 1960 1970 4980 1990 2000

Fig. 7T

Nous allons modéliser la hauteur du fleuve de deux facons, en introduisaveriaise
aléatoire a densité continue, notion figurant au programme de tezmalJn test
permettra d'évaluer la pertinence de ces modéles. Il est impdezomprendre qu'il n'y a
pas de vérité en la matiére, un modele unique, mais seulementstesnants au mieux
des observations, selon des critéres choisis a priori.

Soit X la variable aléatoire qui, a une année prise au hasard, faispamore la hauteur
maximale annuelle en metres de I'Oise au pont d'Auvers. On suppos¢€ egieune
variable aléatoire continue de densité c'est a dire que la probabilité d'une hauteur

maximale annuelle inférieurexanétres est donnée p&(X < x) = I; f(t) dt.

On dispose des observations suivantes :

Nombre d'observations
Evenementi X sur l'historique | Fréquencef; observée
de 86 années
X<2,70 68 0,791
2,70< X< 3,80 16 0,186
X=3,80 2 0,023

On cherche a coller au mieux a ces données, avec a notre dispositimteude densités
de probabilité.

Modeéle 1 :

Les éleves connaissent la loi exponentielle, vue dans le cadre désil@égration
nucléaire, correspondant a des phénoménes « sans mémoire » (ou le fntlépsndant
du passé) et qui s'applique assez bien a de telles situations, @uxrtremblements de
terre, éruptions volcaniques (nos exemples ne sont guére réjouissants)...

On prendf(t) = 0,84 € *®* et P(X<x) =1 — e 28%
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La valeur 0,84 du parametre a été fait de sorte a minimisartl'uadratique réduit
3 - —t. 2

ZM entre les effectifs observéset les effectifs théoriques calculigs ce qui
i=1 i

peut se réaliser aisément sur un tableur (avec l'outil « Valbleg » ou le « Solveur »
d'Excel par exemple).

Modele 2 :
On peut rechercher une autre densité de probabilité, plus sophistiqgémisat & méme

de coller a la réalité.
2

On prendraf(t) = 2kt e ™ " aveck>0 (nommeée loi de Rayleigh, mais peu importe).
Un petit calcul intégral (ce theme permet de fructueux changsmde cadres...)
convaincra les éleves qu'il s'agit bien d'une densité de probalilpérraettra d'obtenir
I'expression d@(X<X) :

2 2 2
“dt =1-e7 et lim [Xoke™ di=1.

X — +0o

P(X<X) = jox 2kte”

2
On choisitk = 0,23 (méme critére que pour le modele 1igt= 0,46t e P

L'adéquation des observations a ces modeles est visualisée sur la figure 8.
L'ajustement se mesure a partir du tableau suivant :

Effectif Effectif
Probabilité | théorique | Probabilité | théorique | e tif %
i |Evénementi | p;selon le t = 86p, pi selon le t = 86p; .
modele 1 selon le modele 2 selon le observe
modele 1 modele 2
1| X<2,70 0,896 77 0,813 70 68
212,7sX<3,8 0,062 5 0,151 13 16
3| X=>3,80 0,041 4 0,036 3 2

a0

a0

7o I_

G0

=0 4 B Chserations

oM odéle exponertiel

el OM odéle Raylsigh

30+

20 +

I:I_ T Ii_|_ll

infa 2,7 27433 sup & 3,80
Fiz &

Au premier coup d’ceil, on constate que le second modéle est melllexisté cependant
des différences entre les deux modeles et les observationsp&iestre normal, voire
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méme souhaitable, dans la mesure ou les observations concernent ufi@chlentaille

n = 86 années. La mise en ceuvre d'un test statistique a l'avdetagentifier le risque
d'erreur lorsque l'on rejette un modeéle (mais pas quand on l'acdeme$dons par
simulation, un raisonnement a priori accessible aux éléves de terminale.

Faisons I'hypothése que les crues se déroulent selon le modele h&meéschose avec le
modele 2). Simulons 86 réalisations selon ce modéle. Cela confagéte @urner 86 fois
une roue de loterie comprenant trois secteurs de proportions 89,6% ; 6£¥oetA
défaut de tourner un nombre invraisemblable de fois une telle roue, on iisat &
tableur, ou fournir aux éléves les résultats de simulations. @rtée virtuelle peut se
réaliser sur un tableur comme Excel a l'aide des instructH&ng (1+86*ALEA()) et
=Sl(ref<78;1;SI(ref<83;2;3)) ou ref correspond a la référence de la cellule du calcul précédent.
On calcule I'écart entre les effectiks obtenus par simulation et effectifs théoriques prévus
par le modele 1 sous la forme :

o 0T (g =5), (=4
77 5 4

On effectue ensuite 1000 simulations (par exemple) pour se faireopin®n des
fluctuations naturelles de ces écarts, sous I'hypothése du modéle 1.
Dans 95% des simulations sous I'hypothése du modele 1, [&eartinférieur a 6. Il en est
de méme pour les simulations avec la roue du modéle 2.
L'écart entre les observations de I'historique et le modéle 1 est :

-77)° . (16-5)° _ (2-4)°
Qo= 20T (1825) ,(274) <2656,
Le modéle 1 est rejeté au risque de 5% (et méme beaucoup moins).
L'écart entre les observations de I'historique et le modele 2 est :

_(68-70)" , (16-13)° (2-3)°
bs™ 70 13 3
Le modele 2 peut raisonnablement étre retenu, au seuil de 5% '@bitepas ici du risque
associé a cette décision). Les simulations montrent de plus querdams 50% des cas,
la roue du modéle 2 (tournée 86 fois) donne un I'éeartpérieur a celui des observations.
Reste que Vincent Van Gogh s'en moque, le cimetiére d'Auvergugssgr le coteau (ce
qui n'est pas le cas des importantes installations électriques a proximité du pont)

=1<6.

Conclusion

Nous espérons, par les exemples précedents (libre a vous d'en exfdoites, grace en
particulier aux ressources d'Internet), avoir montré l'intéréenseignement des méthodes
de statistique inférentielle pour I'éducation de nos futurs citoyenss urez noté au
passage qu'il s'agit de situations motivantes (il y a bien ekagatastrophes possibles a
envisager, mais aussi des exemples plus positifs, dans I'étudétel@ents médicaux par
exemple) ou l'on exploite des outils mathématiques parfois vainésgae les possibilités
de l'informatique. Cependant, la compréhension de la méthode statistigiten(n'est sar
de rien) nécessiterait un apprentissage assez précoce (dEsolade) et pas trop
superficiel, ainsi qu'une formation conséquente des professeurs. Lesoreddthoraires,
les diminutions des budgets de formation ne vont pas, hélas, dans le seaiede
préoccupation et cela risque (non quantifié) de compromettre « la boangoint>, dans
ce domaine, des nouveaux programmes de lycée.
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