Les formules de Taylor... au programme de TSI

Fonctions d'une variable réelle
Soit un intervalle I, un réel a€l et h€R tel que a+hel .

Remarques préliminaires : en posant : c'est-a-dire
< h=0 I

Onaalors: x=2a

Formule de Taylor-Young a l'ordre 0 : local

Pour f:I>C : f estcontinueen a < VY hER telque a+h€l ona: fla+h)=f|a)+oll)

Par définition de la continuité : f:I->C est continue en a si et seulementsi lim f(a+k)—f (a|=0 o
h>0

) (fl(t)) . (fl(a+h)) (fl(a)) (o(_l))
Pour f:I>R" : fit>| : estcontinueen a < VhER telque a+hel, : = |+
flt) Sola+hl] \f,lal] \oll

Par définition de la continuité : f:1->R" est continue en a si et seulement si lim ||f(a+%]—f(al]|=0 o
h=0

Formule de Taylor-Young a l'ordre 1 : local
Pour f:I12C : f estdérivableen ¢ < JAL f'(a)eC tel que VhER vérifiant a+h€l ,ona:
fla+h)=fla)+hxA+o(h)
Si f estdérivable en a alors la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse a admet pour
équation : y=fa)+(x—af'(a) (approximation affine obtenue en posant a+h=x)

Pour f:1->C, par définition de la dérivabilité d'une fonction scalaire :
f estdérivableen a < lim W—f’(a):O = lim f(a+h)—j;l(a)—hf 2] =00
70 h=0

Application aux tangentes : en posant x=a+h ,ona f(x|=(f(al+(x—a)f'(a))+o(x—a)

meilleure approximation affine
de f[x) au voisinage de a

Ainsi I'équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse a est: y=f(a)+(x—a)f’'(a)

filt) A
Pour f:1>R" : f:tl—)( 1 est dérivableen ¢ < 3 ;1 & f'(a)eR" tel que Y hER vérifiant a+hel , on
o(h)
o(h)

Y A,

N (flw)):(f],(aJ .
fila+h)] \f.lal

A

n

Si f estdérivableen a etque f ’(a)#OIR,, ( fla) est dit régulier) alors la tangente a la courbe de IR" paramétrée par

xlzfl(a)-'-tfl,(a)

f, au point de coordonnées f(a), admet pour paramétrage : I , t€R

x,=f.lal+t f,'a)

Pour f:I-R", par définition de la dérivabilité d'une fonction vectorielle :

f estdérivableen @ < limH1(f(a+h)—f(a))—f’(a) —0 o lim I/ la*h=Slal=hf"alll
w0 || A h=>0 h
Application aux tangentes : dans IR* , une équation cartésienne de la tangente est Sfilal S 1'(a =0
y_fz(a) /s (a)
Formule de Taylor-Young a l'ordre # : local
Si f:I>C estdeclasse C” sur l'intervalle I alors :
n h”

YV heR tel que a+h€l ,ona: f(a+h)=f(a)+h><f’(a)+7><f”(a)+... +—'><f("](a)+o(hp)
p!
En posant x=a+h on obtient un développement limité a l'ordre p en a :

Flal+ .+

2
x—a)
2

Flxl= fla)+ xmalx £ o)+
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Démonstration : par récurrence, avec HR(p) 1'énoncé précédent.
Initialisation : HR(0) est vérifiée par définition de la continuité d'une fonction en «a .
Hérédité : supposons qu'il existe un entier k>0 tel que HR(k) soit vérifié.
Soit f€C*'(I;C) alors f'€C*(I;C) donc d'aprés HR (k) ,
2

YV heR tel que a+h€l,ona: f’(a+h)=f'(a)+h><f”(a)+h7><f"’(a) +—><f‘k+”( |+ o(hk)

Ainsi, la fonction A+ f '(a +h) étant continue pour a+h€l | l'intégration membre a membre donne :

e (k+1)
f f'la+t)de= ff J+tx f""(a )+t2><fT(a)+ ..+tk><fk7'(a)+0(tk)dt
Or la fonction h|—>f’(a+h)—(f'(a)+h><f"(a)+h;Xf"'(a)+...+Z:X(f‘““(a))):o(hk) est continue pour a+h€l

donc l'intégrale on(tk)dt est définie pour a+h€l .
De plus V>0, 35>0 tel que [f|<d = lo(£*)|<el¢|

k+1

h
Orsi h€[0;d], ’inégalité de la moyenne donne : |f0 dt|<f ol |dt<sf fde= EZ .

k+1 70 k+1
Si he[—8;0], linégalité de la moyenne donne : UZ dl‘ _f|0 |dt<gf e dl— [ (;{21 :|h:8(_kl,'l|')1

Ainsi, fz o(tk)dtzo(hk+1) .
hk+l

Donc: fla+h|—fla|=hf"(a)+ f (a)+"’+(k+1)!

Conclusion : pour tout entier naturel p, HR(p) est vraie.o

2
h £ a)+olh*) ainsi HR(k+1] est vérifice.

A Pour n=2 le théoréme de Taylor-Young N'EST PAS un théoréme d'équivalence.

(Y.
e =x"sin|—] si x#0
Contre-exemple : pour f définie sur IR par S lxl=x ( x) *7Y
l0)=0
Y h#0 , f(0+h):h2(hsin(}ll)):0(h2) car lim hsin(}ll)ZO (théoréme de comparaison)
h=>0

De plus f(0)=0 donc ViER, £(0 +h)=o(h2) , ainsi admet un développement limité a l'ordre 2 .
> . [ 1 1) .
f'lx)=3x s1n()—xcos() si x#0

Par ailleurs [ est dérivable sur IR et X X (th. de prolongement de la dérivée)
1'10]=0
Cependant, pour x#0, f(x)—(])”(()) =3 xsin (1)— cos(l) n'admet pas de limite quand x->0, donc la fonction f’
xX— X X

n'est pas dérivable en 0, ainsi la fonction f n'est pas 2 fois dérivable en 0.
Application a 1'étude de la position locale d'une courbe par rapport a sa tangente en un point : en utilisant un
k
développement limité de f(x) en a du type : f(x):f(a)+(x—a)f’(a)+(xTa)f”‘(a)+o((x—a)k)
meilleure approximation affine .

de f[x) au voisinage de a controle la position locale de la
courbe par rapport a sa tangente

—af

X
k!

11 suffit d'étudier le signe de f g pour conclure sur la position locale de la courbe par rapport a sa tangente...

au voisinage de « .

Si f:12R" estde classe C” sur l'intervalle I alors :

f1(a+h) fl(a) fl'(a) W’ fl”(a) Wt f1[p}(a) O(ZhP)

Y heR tel que a+h€l,ona: : = : |+nl |+ : et — : +

fola+nl] \r.lal] \r.lal

2 ;) L :
fua)) P Pa)] \oln?)
Démonstration : par application de la formule de Taylor-Young précédente sur chaque fonction coordonnée.r
Application dans IR* & I'étude de la position locale d'une courbe par raDDort a sa tangente en un point : en notant :
p l'ordre de la premiére dérivée non nullede f en a : pEmin| li>1 Fadr: ) 1
q l'ordre de la premiére dérivée non cohnealre a f'"a ) q“e‘mzn| j> p|det ” J (al; ' )0

e e e e e i hq("’%)*(i?f,ii)

+7
f2"al] p*l (fz“’”‘(a)
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Les parités de p et g permettent de caractériser la position locale de la courbe par rapport a sa tangente (ou demi-
tangente) au voisinage du point £ (a) .

Formule de Taylor-Lagrange : un théoréme d'existence
Si f:la;b]?R est p+1 fois dérivable sur l'intervalle [a;b] alors

3c€la;b] tel que f(b)=flal+lb—alf'la)+ (b a) flal+.

Jb=al o (b=al™
! f"al (p+1)t

7 el

A Ce résultat n'est plus valide pour f a valeurs complexes ou a valeurs dans R" .

Remarque : pour p=0 ce résultat est le théoréme des accroissements finis.
& (b—x/f (b—x|"!
-2 )= A

= k) (p+1)!

Démonstration : Soit ¢ la fonction définie sur [a;b] par: ¢lx)=
La fonction ¢ est dérivable sur [a;b] et @(b|=0

En posant Ang)!l(f(b)—Zp: Mf(k](a)) on a de plus cp(a)ZO .
(b—a)”" =

Ainsi, le théoréme de Rolle assure qu'il existe un réel c€|a;b[ tel que ¢’(c)=0 .

Or V x€la;b], ¢ '(x):—f'(x)_zp: (_wftk>(x)+wf[k+1](x))+ (b—x) A

= [k—1)t k! !
cp’(x)——f’( )+ (bkx) [k+1 S [k+1 x)+(b_ic)pA
k=0 k=1 p
o' lrl=— 27 o J+“"f) A
pp p:
()= B (o gt
p:

Ainsi puisque ¢ '(c]=0, et que (b—c)#0,ona: A=f""c|

pone =% ptel= o132l o

Formule de Taylor avec reste intégral : global

Si f:I>C estdeclasse C**' sur l'intervalle I alors pour a€I ona:

Vel fll=flal+lx—al flasF20 pojg)e o 2 “) Le=af i)y [ %f“““(t)dt

2

Démonstration :_Par récurrence sur p : HR(p] est la proposition precedente

Initialisation : Si f est de classe C' sur l'intervalle I alors f: (xg'O) dt f f dt f ( ) f (a) d'aprés le

théoréme fondamental de I'analyse, donc HR (0) est vérifiée.

Hérédité : supposons qu'il existe p€IN tel que HR( p) soit vérifiée alors si f* est de classe C” *2 sur l'intervalle I, alors
_ p+1

(?t)l)' et la fonction v:t f » ”)(t) étant de classe C' sur l'intervalle [a;x], la formule
p+l1)!

d'intégration par parties donne :

pour x€Il, u:tr—>—

Lt potgae [t | bt

t
pl —— (p+1)! —— IR

+1])
=vlt) ~ =v(¢)
=ult)

=u'lt) =ult) f=a

(x al™ (p+1) [x—e)™! (p+2)
= e g
Donc HR(p+1] est vérifiée.

Conclusion : pour tout entier naturel HR (p) est vérifiée.0

Formule de Taylor pour les polyndémes : décomposition dans une base

Si PECH[X] alors pour a€C, P(X):P(a)+P’(a)(X—a)+...+

Démonstration : soit f une fonction polynomiale f* de degré n .La fonction f estde classe C* sur R et si l'entier
p>n alors f ?/=0 donc la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre p+1 assure I'égalité précédente.
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Une démonstration algébrique consiste a considérer 1'égalité précédente comme une décomposition du polynéme P dans
une base.

Ba=(l;X—a;(X—a)z,...;(X—a)") est une famille libre de C,[X] car échelonnée.
De plus Card(B,|=n+1 or dim(C, [X]|=n+1 donc B, estune basede C,[X].
Ainsi, il existe (oco, )GC tel que P(X):oc0+oc1(X—a)+...+ocn(X—a)"

!
Or Vke|0;n],et V pel0;k] ((X—a)k) =klk—=1)... k= p—1))[X=a) "= (kfp)' (X—a)"
si p>k alors ((X—a)k)(p)=0
ft ot . (Pl (v )= (p+1)! p+l=p (n)' n=p
Par dérivation successives : V p€|0;n], P (X)—app!+ap+lm( [ ..+oc”( T (X—al
p+l—p)! n—p)!
(p)
s ol (] .. _P"(0)
D'ou, P”(O)_app! ainsi, o,= ol |

Série de Taylor en 0 : unicité du développement.

Soit I un intervalle contenant 0, si f:1->C est développable en série entiére au voisinage de 0 alors :

+00 (Vl)
il existe R>0 tel que |-R;R[cI et V x€]-R;R], f(x)=2fifo) !

Démonstration : Soit la série entiére Za,,x" de rayon de convergence R’ et R€]0;R'[ tel que |-R;R[cI alors

V x€-R;R[, flx|]= z a,x" alors par dérivation terme a terme a l'intérieur de l'intervalle de convergence :
n=0

VY peN, ¥V xe]-R;R[, /(x| (Zax) Zw: n—(p—1)ja,x""

Donc V peN, f lo)= pla, cest-a-dire a —fp( 0l

Fonctions de plusieurs variables réelles

Soit Q un ouvert de IR” , a:(al;...;ap)eQ et h:(hl;...;hp) tel que a+heQ

(xl;...;xp):(a1+hl;...;ap+hp)

Remarque préliminaires : en posant c'est-a-dire

Formule de Taylor a I'ordre 0.
fl(xl;‘...;xp)
Soit f:Q=IR", en notant f(xl;...;xp)z ona:
Sulxpssx,)
f est continue en a=(a1;...;ap)€£2
=4

fl(a1+h1;‘...;ap+hp) fl(‘ﬁ}---ap) 0(||(h1;....;hp)||)
Y h=(h;...;h |ER? tel que a+heQ, = + :

Filathssath)| \filara)) lolllhsh ]
ic. fla+h)=fla)+ol||A]]

Démonstration : par définition de la limite d'une fonction de plusieurs variables a valeurs dans R"

lim (fla+hl=fal| =0 lim ||/ (a+h|—f al|=0=Vicl0:n], lim fla+hi=f a}=0 0
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Formule de Taylor a 'ordre 1: existence et unicité du développement limité a I'ordre 1 d'une fonction
de classe C'.

Soit f:Q->R" declasse C' sur Q (ie. of yeres o5 sont continues sur Q).

ox, ox,
Silxssx )\ . .
En notant f (xl;...;x p)z : €R", on a I'équivalence suivante :
fn(xl;...;xp)
mo...om,
Il existe M=| : - |EM, (R tel que VhZ(hl;...;hp)ElRp vérifiant a+h€Q on ait :
m.n,l m;l,p
fl(a1+h1;‘...;ap+hp) f1(a1§--~ap) m},l m},p h, 0(||(h1;.:.;hp)||2)
= | S
S . : © |\ '
fola+hysa b))\ flag...a,) m, . om, |\ 0(||(h1;---;h,,)||2)

ie. [fla+n)=]fla)+Mx[h]+[ol[AlP)]

=
0 0
Ftasa) oo e e
mo..omy ox, ox,
= § : ie. M=J (a
m, mnp afn . afn . .
oy lassa) o G aa)

On peut retenir I'expression utilisant la différentielle : ‘ f (a +h) =f (a)+df a(h)+0 (||h||2) I

Démonstration : Pour l'existence, supposons pour simplifier I'écriture p=3 et n=1 (lecas p quelconque se généralise
facilement et pour n quelconque il suffit de travailler sur les n fonctions coordonnées)
f(a"'h)_f(a):f(al"'h];a2+h2;a3+h3)_f(a1;az;a3)
:(f(a1+h1;a2+h2;a3+h3)—f(al;a2+h2;a3+h3))+(f(al;a2+h2;a3+h3)—f(a1;az;a3+h3))—(f(a1;az;a3+h3)—f(a1;a2;a3))

La fonction ¢+ f (t; a,+h, ;a3+h3) étant dérivable au voisinage de a, , le théoréme des accroissements finis assure
l'existence d'un réel o, €[0;1] (dépendant éventuellement de a,+h, etde a,+h, ) tel que

0
f(al+hl;a2+h2;a3+h3)—f(al;a2+h2;a3+h3)=h1a){(al"'Oth;az"'hz;as"'hs)

1

of . : 0 0

f étant supposée continue en a ona: f (a1+ocl h ;a2+h2;a3+h3):7f(al;a2;a3)+ o (1)
X X, 0 X, [l4]l>0

La dérivée partielle

La fonction ¢+ f (al ;t;a3+h3) étant dérivable au voisinage de a, , le théoréme des accroissements finis assure
I'existence d'un réel @,€[0;1] (dépendant éventuellement de a,+4, ) tel que :

0
f(al9az"'hz9a3+h3)_f(a1Qaz;aa"'ha):hz 8){ (al;a2+a2h2;a3+h3)
2

of . . 0
étant supposée continue en a ,ona: (al;az+oczhz;ar3+h3):7(a1 ;az;a3)+ o (1)
X, X, 0x, [14]]>0

Or la dérivée partielle

La fonction ¢+ f (a1 3dy; t) étant dérivable au voisinage de a, , le théoréme des accroissements finis assure 1'existence
. 0

d'un réel a,€[0;1] tel que : f(al;az;a3+h3)—f(a1;az;a3)=h37f(al;az;a3+a3h3)

0x,

of . : 0

J €tant supposee continue en a ,ona: (al;a2;a3+oc3h3)=—f(a1;az;a3)+ o (1)
X5 X5 00X, [[A]]>0

Or la dérivée partielle
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Ainsi: fla+h)—fla)=h, af(a)+h af( J+h, of la)+(h+hythy) 0 (1
0x, ox, 0 X, llA]>0
De plus |, +h,+ hy|<|h|+|h|+|h,|<3||A|| donc (h,+h,+hy) o (1)= o (||l

llAll=>0 ll2ll>0

Pour I'unicité : soient A€L(R”;R"| et BEL(R?;R") telles que V Z€ER” tel que a+heQ ,
Aol 1= ) alors (A= =/l donepour 1410 . (A= Lol

Par passage a la limite quand ||| tend vers 0, et par continuité de l'application linéaire A—B , l'application linéaire

A—B doit s'annuler pour tous les vecteurs unitaires de IR” ce qui impose A—B= 0, (k.| donc A=B. O

Application au plan tangent a une surface d'équation : z=f(x;y|
Soit f:IR*<R une fonction de classe C' sur IR’ (a ) R* et (u; 2 |eR?

0
f(al+h1 ;az+hz)=f(al;az)+hl><—j;(a1 ;a2)+h2><aj;(a1 ;az)+o(\/hlz+h22

Ainsi, au voisinage du point (al;az;f(a] ;az)) de I'espace on a :
1 0

Q)Q)

a+h, a, 0 1 0
a,+h, = a, +h, 5 2| 5 + 0
fla*hsa+h,)| \ flaa) %(a‘;%) %(a';%) 0(\/h12+h22
u 1
1
Le plan tangent & la surface d'équation z=f(x;y| au point a, est donc dirigé par les vecteurs o 0
fla;a,) E(“ﬁaz)
0
1
et
0
%(Gl;{’b)
Application au plan tangent a une nappe paramétrée (usv)
xlusv
Soit f:IR2->IR3 une fonction de classe C' sur IR*, on note f(u;v)z ylusv)| -
z(u;v)
a—x(”o;vo) ax(”oa"o) 3 3
x(”o"'hl;"o"'hz) x(”oﬂ’o) Ou gv 0(\/(h1) +(h2) )
y(“o+h1;"o+h2) = J’(”o;vo) +h E(UOQVO) +h, aifj(uo;vo) + 0(\/(h1)2+(h2)2)
clugoigii)| slu)| |3 o ol
E(“OQVO) E(”owo)
Le plan tangent a la surface paramétrée par f au point f (uo;vo) est donc dirigé par les dérivées partielles Z—f(uo;vo)
u

of

et —(uo;vo).
v

Application a une courbe du plan définie implicitement
Pour la courbe € définie dans le plan par une équation F(x;y)=0, ou F est de classe C' sur Q ouvert de IR’.

On considére un point (x,;y,)€ €et on pose (x ;y)=(x0+h1;y0+h2)€§2 ainsiona:

oF oF
F(x;y)ZF(xO;y0)+(x—x0)a(xo;y0)+(y—y0)5(xo;y0)+0(||(x—x0;y—yO)H)
Or F(xo;yO)ZO et M(x;y)€Z=F(x;y)=0

M(x;y|€es = 0= (x—xo)%—i(xo;y0)+(y—y0)a—F(xo;y0) +0(||(X—x0;y—y0)||)

équation cartésienne de la tangente a C au point de coordonnées | x,, y,)

On obtient une approximation affine de 1'équation vérifiée par les coordonnées des points appartenant a €’ au voisinage de

(xo ; yo) . Ainsi, la tangente & la courbe définie par F(x;y]=0 au point (xo; yo) est normale au gradient de F évalué au
oF oF

ox oy
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Application a une surface de l'espace définie implicitement
Pour la surface X définie dans l'espace par une équation F(x;y;z)=0, ou F est de classe C' sur Q ouvertde R’.
On considére un point (x,;,;z,J€Z etonpose (x;y ;z):(x0+h1 s Vo+hy; zo+h3) € Q ainsiona:

oF oF oF
F(x;y;Z)=F(xo;yo;Zo)+(x—xo)g(xo;yo;Zo)+(y—yo)67y(xo;yo;Zo)+(Z—Zo)§(xo;yo;Zo)+0(||(x—xo;y—yo;Z—Zo)H)
Or F(xy;74:2,)=0 et M(x;y;zJ€SeF(x; p;z]=0
oF oF oF
M(x;y;zJex = O:(x_xo)a(xo;y05Zo)"'(y_yo)a—y(xo;y05Zo)"'(Z_Zo)a—Z(xo;J’o;Zo)"'o(”(x_xo;y_y052_20)||)

équation cartésienne du plan tangent & X au point de coordonnées (x,; ,,z,
On obtient une approximation affine de 1'équation vérifiée par les coordonnées des points appartenant 8 X au voisinage
de (xo;yo; zo) .
Ainsi, le plan tangent a la surface définie par F(x;y;z)=0 au point (xo 3 Y05 ZO) est normal au gradient de F évalu¢ au
oF oF oF

point (xo;yo;zo) : E(xo;yo;Zo);a—y(xo;yo;Zo);E(xo;J’o;Zo) .

Formule de Taylor-Young 4 l'ordre 2 : soit Q un ouvertde R*, ¢ €Q et une fonction numérique f€C*(Q;R) .
Y h=(h;h,)ER’ tel que a+heQ,

Plahi=flalehn, S laten, S el {10 S Loz p, E L talelnf O @w(uhiﬂ

partie linéaire partie quadratique

Formule admise.

On peut retenir en utilisant les différentielles : £ (a+h)= f(a)+dfa(h)+%(d2 1)) (R)+ol|1A]P)

o f of
- . . def 8)62 axay _ t 2
Ou en utilisant la matrice hessienne H % ny or | fla+h)=fla)+] (a)[h]+5 [h}Hf(a)[hHo(HhH |
0x0y oy
Application a 1'é¢tude des extrema locaux.
Soit f€C’(Q;R]) si f admet un extremumen a€Q alors Z—f(a):o et Z—f(a)zo donc :
X y

flashi=7lal= ThIH, al H]+o 4l

Lesigne de f(a+h)— f(a) estalors localement déterminé par la forme quadratique de matrice H f(a)
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