Logique mathématique

Proposition logique (assertion)

Proposition existentielle

Proposition universelle

Une proposition logique est un énoncé vrai ou faux sans
ambiguité.

Il existe : 3
Il existe un unique : 3!

Pour tout, quel que soit : ¥V

Conclusion : « V5<2 » est faux.

Raisonnement par l'absurde.

Enoncés . . . Exemples: « YV x€R, x*=0 est vraie.
Exemples : Vraie : « 10 est pair » Exemples : « Ax€R tel que x’=9 » est vraie. p VreR . P> 6
< « Vx xzx » ausse.
Fausse : « V5<2 » « Ax€R tel que x’=—1 » est fausse ’ estlausse
o e s s Pour un élément quelconque, valider la
Utiliser une définition, une propriété, un théoréme. Donner un exemple o
Comment . . . . . e, proposition.
. Raisonnement déductif. Invoquer un théoréme d'existence (et d'unicité). ool .
valider ? _ . . \ . S i Etudier une fonction.
Exemple : 10=2X5 donc 10 est pair Résoudre une équation ou une inéquation. . .
Raisonner par récurrence.
Raisonnement par l'absurde , . , . . Donner un contre exemple.
. = . . , Démontrer qu'une équation (ou un systéme 2
Comment |Exemple : si « V5<2 » est vraie alors, la fonction carré d'équations) est incompatible Exemple 1 :i<l
invalider ? | étant croissante sur [0;+o|, ona 5<4 ce qui est absurde. q P ) ple: 2 4 2

2
donc « VY x€R, x“=x » est fausse.

« a€A » estvraie « a€A » est fausse

« dx€A »ie .« A#LD »
« dx€A telque x€B »ie. « ANB#Q »

« Vx€A,xe€B »ie « AcB »

|

Point de
vue 7 B
ensembliste (//,
Xa

La négation de la proposition P, notée non(P), est I'énoncé o ' . ) . La négation d'une proposition universelle est une
contraire de celui de P. Ainsi lorsque P est vraie, non(P) est | L@ négation d'une proposition existentielle est une proposition existentielle.

fausse et lorsque P est fausse, non(P) est vraie. proposition um’vers.elle. o o Exemple : la négation de «tout élément de A
Exemples :non(« 10 est pair ») i.e. « 10 n'est pas pair » Exerrllpl’e : la negatlo.n.de «il existe un elemept de | vérifie la condition C » est la proposition « il

non(« V5<2 »)ie. « V522 » Aqui Ver1ﬁ§ 1‘?, 09nd1t10n C > est la ’pr.0p0s1t10n “ | existe un élément de A ne vérifiant pas la
’ o quel que soit I'élément de A, il ne vérifie pas la condition C ».

Négation / Complémentaire d'un epsemble : . N condition C ». _ « non(V x€A,x€B| »ie.
ensemble « non(x€A) »ie. « (xZA) »ie « xEA » « non(IxeA4 tel que xEB)»ie. « AxeA tel que x€B »ic. « ANB£LD »
complé- « VxeA,x¢B »ie.« ANB=g »
mentaire
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Conjonction et disjonction (non exclusive)

Soient (P,},, des propositions logiques, A, B, C et (A, des ensembles.
Conjonction : « et » Disjonction (non exclusive) : « ou »
« P, et P, »est vraie lorsque les deux propositions P, et P, sont vraies. | « P, ou P, » est vraie lorsque I'une (au moins) des deux propositions P, ou
Enoncés « P, et P, » est fausse lorsque 1'une (au moins) des deux propositions P, ou P, est vraie.

P, est fausse.

« P, ou P, » est fausse lorsque les deux propositions P, et P, sont fausses.

Liens avec les

« P, et P, et...et P, »estvraic lorsque Vi€[l;n|, P, est vraie.

« P, ou P, ou...ou P, »estvraic lorsque Ji€[1;n] tel que P, est vraie.

invalider ?

Démontrer qu'au moins deux propositions sont incompatibles.

quantificateurs | « P, et P, et... et P, » est fausse lorsque Ji€[1;n] tel que P, estfausse.| « P, ou P, ou...ou P, » est fausse lorsque Vi€[l;n], P, est fausse.
32{?52:? Valider toutes les propositions. Valider au moins I'une des propositions.
Comment Invalider au moins I'une des propositions.

Invalider toutes les propositions.

Point de vue

ANB

« XEA et x€B »ie.« xEANB »

n

AUB

« X€EA ou x€B »ie. « xEAUB »

n

ensembliste ) .
« Yie[l;n], xeA, »ie. « xel A » « 3i€[1;n] tel que x€A, »ie« xelU A, »
i=1 i=1
« P, et P, »ie. « P, et P, »autrement dit ANB=BNA Commutativité « P, ou P, »ie « P, ou P, »autrementdit AUB=BUA
« Pet(P, et P,)nie «(P, et P,)et P, » ey « P, ou(P, ou P,)»ie. «(P, ou P,)ou P; »
; - Associativité . dor
autrement dit AN(BNC|=(ANBJNCZANBNC autrement dit AU(BUC|=(AUBJUCZAUBUC
Régles « P et(P, ou Py)»ie «(P, et P,)ou(P, et P;)» « P, ou(P, et Py)»ie. «(P, ou P,)et(P, ou P;)»
opératoires
AN(BUC)=(ANBJU(ANC) ‘ AU(BNC)=(AUBJN(AUC] ‘
' Distributivité '
Bm(UAi):U(BmAi) “ BU mA,.):m(BUAi) “
ieiN i€N i€N i€N
La négation d'une conjonction est une disjonction (non exclusive). La négation d'une disjonction (non exclusive) est une conjonction.
Exemple : « non( P, et P,)»i.e. «non(P,)ounon(P,)» Exemple : « non( P, ou P,)»i.e. «non(P,)etnon(P,)»
Négation/ | Point de vue ensembliste : Point de vue ensembliste :
ensemble
comple- ANB=AUB AUB=ANB
mentaire
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Propositions conditionnelles

seulement si
=

Implication :

seulement si
=

r . si
Equivalence : < et

Enoncés

Soient H (pour « Hypothése ») et C (pour « Conclusion ») deux propositions
logiques, la proposition « H=C », qui se lit « H implique C » correspond aux
énoncés suivants qui sont tous identiques du point de vue logique :

P si H est vraie alors C est vraie » C est vraie car H est vraie

P H est vraie seulement si C est vraie P> C est vraie si H est vraie

P H vraie suffit pour que C soit vraie |P>il faut C vraie pour que H soit vraie
P la validit¢ de H est une conditionPla validit¢ de C est une condition
suffisante pour assurer la validité de C |nécessaire pour assurer la validité¢ de H
Exemple : Pour x réel, « x<—3 = x’>9 » est vraie car la fonction carrée

est strictement décroissante sur |—oo;0] .

Soient P et Q deux propositions logiques, la proposition « P<Q », qui se lit
« P est équivalent & Q », correspond aux énoncés suivants qui sont tous
identiques d'un point de vue logique :
P P est vraie si et seulement si Q est vraie
P pour que P soit vraie, il faut et il suffit que Q soit vraie

» la validité de P est une condition nécessaire et suffisante pour la validité de Q
La proposition « P<Q » est donc la proposition « (P=Q) et (Q=P) »

c'est a dire « (P=Q) et (non (P)=non(Q|) »
Exemple : « x’<9 <  |x|<3 » est vraie.

Point de vue
booléen

«H = C»i.e. «non(H) ou (H et C) » i.e. « non(H) ou C »
Exemple : Pour x réel, « x<—3 = x’>9 »ie«x>-3 ou x’>9»

«P < Q»i.e. «(non(P) et non(Q)) ou (Pet Q) »
Exemple : « x’<9 & |x|<3 »ie«(x*=9 et [x[>3)ou(x’<9 et |x|<3)»

Point de vue

« xEA=>x€B »ie.« AcB »
Remarque : « x€A » se lit « x appartient a A »
« A < By se lit « A est inclus dans B »

« xEA=xEB »ie. « AcB »ie« A=B »
BcA

ensembliste

B
Proposition « x vérifie C, implique x vérifie C, » « x vérifie C, estéquivalenta x vérifie C, » est la conjonction :
universelle est la proposition universelle «pour tout x vérifiant C,, x vérifie C,,

sous-jacente

«pour tout x vérifiant C,, x vérifie C, ».

et pour tout x ne vérifiant pas C,, x ne vérifie pas C, ».

Contraposée/

«H = Cx»ie. «non(C) = non(H) »
. 2 : 2
Exemple : Pour x réel, « x<—=3 = x">9 »ie.« x’<9 = x=-3»

« P=Q »est« non(Pj=non(Q) »
Exemple : « x¥’<9 < |x|<3 »i.e. « x2>9_® IX|=3 »

contraires . . ) —_ = . . .
Interprétation ensembliste : « AcB »ie. « ADB » Interprétation ensembliste : « A=B »ie.« A=B »
Transitivité |Si« H,=H, et H,= C » est vraie alors « H,=C » est vraie. Si« P, P, et P,=P, »estvraie alors « P, < P, » est vraie.
Comment Démontrer a l'aide de déductions que I'hypothése entraine bien la conclusion.  |Démontrer a l'aide d'enchainements d'équivalences : P & ... & Q.
valider ? Valider la proposition universelle sous-jacente. Le raisonnement par analyse-synthése, qui consiste & déterminer les conditions
’ Valider la proposition contraposée. nécessaires ( P=Q ) puis les conditions suffisantes ( Q=P ).
Exhiber un contre-exemple pour lequel H est vraie et C est fausse. . . L . . . o
Comment plep d Pour invalider une équivalence il suffit d'invalider I'implication ou sa

invalider ?

Invalider la proposition universelle sous-jacente.
Invalider la proposition contraposée.

réciproque.

Réciproque/
implications
circulaires

La proposition réciproque de « H=C » est la proposition « C=H ».
A La proposition « H=C » peut &tre vraie

—— et sa réciproque « C=H » fausse.
Exemple : « x°>9 = x<—3 » est fausse, contre-exemple : x=4

Si« P,=P,=P,=P, »estvraie
alors « P, P,<P, » est vraie.
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